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Рассматриваются методы численного интегрирования стохастических дифференциальных 
уравнений (СДУ) со скачкообразной компонентой. При построении данных численных мето­
дов используется специальная, адаптированная к скачкам процесса Пуассона, временная дис­
кретизация, которая позволяет раздельно численно моделировать диффузионную и скачко­
образную составляющие решения СДУ со скачкообразной компонентой. Представленные 1 

численные методы отличаются от известных в литературе способов численного моделирова­
ния диффузионной составляющей решения СДУ со скачкообразной компонентой. Отличия 
связаны с применением в данной работе унифицированных разложений Тейлора-Ито и Тей-
лора-Стратоновича, метода сильной аппроксимации повторных стохастических интегралов 
(ПСИ) Стратоновича, основанного на кратных рядах Фурье, и новых слабых аппроксимаций 
ПСИИто. 

1. В В Е Д Е Н И Е V " ' . / ' . Г * ' : ; -
Наряду с СДУ Ито с практической точки зрения интерес также представляют более общие 

стохастические уравнения - СДУ со скачкообразной компонентой. Данные стохастические 
уравнения, в частности, применяются в качестве математических моделей в стохастической фи­
нансовой математике и адекватно отражают скачкообразные изменения в динамике Процент­
ных ставок, фюрвардн'ых процентных ставок и цен облигаций . ! ' 

Одна из первых попыток построения, численных методов д л я Т Д У со скачкообразной компо­
нентой и их тчисленной реализации была предпринята в [2], где.рассматривалось достаточно ча­
стное скалярное СДУ со скачкообразной компонентой без диффузионного и сносового членов, 
в.котором вместо пуассоновской меры брался процесс Пуассона. В [3].построены численные ме­
тоды для скалярного СДУ со скачкообразной компонентой, однако в [3] неосвещенворрос схо­
димости численных методов. В [4] рассмотрен метод Эйлера для СДУ со скачкообразной компо­
нентой и доказана его среднеквадратическая .сходимость. Дальнейшее развитие теория числен­
ного интегрирования С Д У х о скачкообразной компонентой.получила в [5]-[8]. В [5] предложен 
подход к численному интегрированию, основанный на применении специальной временной дис­
кретизации, который позволяет раздельно численно моделировать диффузионную и скачкооб­
разную составляющие решения-СДУ со, скачкообразной, компонентой на каждом шаге интегри­
рования. В [5] представлен ряд сильных, а в [7] - слабых численных методов для СДУхо" скачко­
образной компонентой, которые основаны на данном подходе, а также доказана сходимость 
этих численных методов. 

Как уже отмечалось, согласно [5], [7], численное интегрирование СДУ со скачкообразной 
компонентой можно осуществлять так, что на каждом шаге интегрирования диффузионная и 
скачкообразная составляющие решения моделируются раздельно. Это означает, что для чис­
ленного моделирования диффузионной составляющей можно использовать численные методы 
для СДУ Ито, которым посвящено большое число работ (см., например, [9]—[14]). Для числен­
ного моделирования диффузионной составляющей в данной работе используются унифициро­
ванные разложения Тейлора-Ито [12], [15] и Тейлора-Стратоновича [16]. Эти стохастические 
разложения получены в [12], [15], [16] с помощью замены порядка интегрирования в П С И Ито 
[12] и соотношений между П С И Стратоновича и Ито [10], [12]. Главное отличие унифицирован-

^Работа выполнена при поддержке министерства общего и профессионального образования РФ (грант 97-0-1.8-71) и 
РФФИ (код проекта 99-01-00719). 
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ных разложений Тейлора-Ито и Тейлора-Стратоновича от своих аналогов - разложения Тей­
лора-Ито [10], [17] и разложения Тейлора-Стратоновича [10], [18] - заключается в том, что они 
содержат значительно меньшее число различных ПСИ Ито и Стратоновича соответственно. 
Численное моделирование этих ПСИ, как известно, является основной проблемой на стадии ре­
ализации численных методов. Для преодоления этой проблемы в данной работе предлагается ис­
пользовать эффективный метод сильной аппроксимации ПСИ Стратоновича, Основанный" на 
кратных рядах Фурье [12], [19], [20], а также новые слабые аппроксимации ПСИ Ито. 

2. С И Л Ь Н Ы Е Ч И С Л Е Н Н Ы Е МЕТОДЫ ДЛЯ СДУ СО С К А Ч К О О Б Р А З Н О Й 
К О М П О Н Е Н Т О Й 

Пусть (0,3% Р) - фиксированное вероятностное пространство, с потоком 0-алгебр { f G [0, if]}, 
Э ^ с ЗК Рассмотрим систему СДУ со скачкообразной компонентой: 

t t t 

х, = х 0 + J a ( x 5 , s)ds + JB(xs9 s)d$s + J Jc(x„ s, y)v(ds, dy), (2.1) 
0 0 ox 

где nse Rn- решение системы (2.1); Наесть ^ - и з м е р и м ы й при всех s е [ё, 7] m-мерный стандарт­
ный винеровский процесс с независимыми компонентами (i = 1,2,..., m), R \ { 0 } = f X, v(ds9 dy) -
пуассоновская мера,.заданная в [0, Т] х Х\ М{у (ds, dy)} =Jl(dy)ds\ v (ds, dy) = v(ds9 dy) - U(dy)ds -
мартингальная пуассоновская мера; II(dy)ds - мера интенсивности; ЩХ) < °°; а(х, s): Rn х [О, Т] — 
—<> Un

9 5(х, s): Un х [0, Т] — о Un * т , с(х, s, у ) : U" х [0, 7] х X — ^ IR" - матричные функции, удов­
летворяющие условиям существования и единственности решения уравнения (2.1) (см. [4]), 
процесс v ([0, s), dy) является ^ - и з м е р и м ы м при всех s е [0, 7] и не зависящим от процесса fs; 
X Q G R N есть З^-измеримая случайная величина, для которой Ш{ \XQ\2} < <*>; М - оператор матема­
тического ожидания. Второй интеграл в правой части (2.1) понимается как стохастический ин­
теграл Ито, а третий - как стохастический интеграл по мартингальной пуассоновской мере [4]. • 

В [5] получен аналог разложения Тейлора-Ито для решения'уравнения (2.1). Это разложение 
включает в себя ПСИ не только по винеровскому процессу, но-и по мартингальной пуассонов­
ской мере. Для того чтобы избежать проблемы аппроксимации П С И по мартингальной пуассо­
новской мере при построении численных методов для СДУ (2.1);,.в.[5], [7]. предлагается выбирать 
специальное, адаптированное к скачкам процесса х„ te [0,/Т], разбиение промежутка [0, 71. При 
этом удается добиться того, что накаждом шаге интегрирования.диффузионная^и скачкообраз­
ная компоненты решения моделируются раздельно. Рассмотрим указанный подход подробнее/ •. 

Процесс Пуассона v([0, f), X)9te [0, 7], генерирует последовательность моментов своих скач­
ков, которые, очевидно,-являютсямоментами скачков и процесса х„Уе [0, 71. 

Введем в рассмотрение последовательность {iy}J= 0 моментов остановки, для которой 

. 0 = х0<...<хПт+1 = Г, пт<оо с в. 1, (2.2) 

max ••;-|Т/-т 1 ._ 1 | < Д с ;вЛ,: (2.3) 

где щ - max{ i = 0 , 1 , . . / : х( < t] для всех / G [0, Т\\ здесь и далее "в. 1" обозначает "вероятность 1". 
Предполагается, что среди т 0 , хПт+1 встречаются все моменты скачков процесса v([0> t)9 X), 
te [0, 7], не превосходящие T, и если момент xi+i не является**моментом скачка процесса 
v([0, t)9 X), t е [0, Т]9 то он 9%. -измерим. 

Нетрудно видеть, что 

t t : • 

х, =• х х. + Ja(x5, s)ds + J#(x5, s)dfs - с в. 1 (2.4) 
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П р и / G; [Х;, Xj + [),л-ГДе . • - ^ 

, .а(ж,5) = а (х , 5 ) .~ | с (ж ,^у)П(^> , . ; ;* = 0,1, . . ; . - ,**; 

" ' В х о ж е в р е м я .. : t \ 

хХ/ = *,,- + J JcCx^.^x^yM^rfy) с в. 1, i = 1,2, (2.5) 
т>- X 

Согласно (2.4), между моментами скачков процесса v([0, г), -X), t е [0,7], процесс Ито х„ f е [О, Г], 
описывается.стохастическим дифференциальным уравнением Ито.. Из. (2,4),: (2.5) получим• 

X T | + I _ = Х Х . + J | % В ( Х „ 5 ) Л „ ; 

" т ' 4 ' (2.6) 

с в.. 1, где / = 0, 1 , п т . Если момент х | + j - момент скачка процесса Пуассона, то в [3], [7] пред­
лагается численно моделировать стохастический интеграл во втором из соотношений (2.6) по 
формуле^- /••" , - • '/ - ;. . — ГГ 

где . . ^ - независимые, П(*/у)/П(Х) - распределенные случайные величины^ как извест­
но, временные интервалы между последовательньши скачками процесса Пуассона являются не­
зависимыми и экспоненциально распределенными с-параметром. ЩХ) случайными величинами. 

• В- [5], [7] гдля аппроксимади!!-величины зкт из (2,6) используется разложение Тейлора-Ито 
[17]. В [12], [15], [16J получены унифицированные разложения Тейлора-Ито и Тейлора-Страто­
новича, которые содержат значительно меньшее число различных П С И Ито и Стратоновича со­
ответственно, нежели разложения Тейлора-Ито [17] и Тейлора-Стратоновича [18]. Аппрокси­
мация П С И является достаточно сложной-проблемой [9], [10], [12], [19]-[22], поэтому использо­
вание унифицированных разложений Тейлора-Ито й Тейлора-Стратоновича дает возможность 
сократить вычислительные затраты на реализацию численных методов. Однако формально ис­
пользовать унифицированные разложения Тейлора-Ито и Тейлора-Стратоновича для аппрок­
симации величины;:хх.г _ из (2.6) нельзя, так как эти разложения получены: для,постоянных м о ­
м е н т о в времени [12], [16], а не для моментов остановки. Тем не менее поскольку последователь­
ность моментов скачков процесса Пуассона может быть численно смоделирована заранее^ то 
последовательность моментов скачков процесса х„ t е [0, 71, не умаляя общности, можно счи­
тать известной и фиксированной. Выберем в качестве разбиения { х Д ^ Д 1 суперпозицию неко­
торого детерминированного разбиения с рангом дробления. А и вычисленной заранее последова­
тельности моментов скачков процесса х„ t е [0, Т] (см. [5], [7]). Тогда, очевидно, для аппрокси­
мации-величины х х. + 1_ из>:(2.6) можно использовать унифицированные разложения Тейлора-
Ито и Тейлора-Стратоновича. Рассмотрим этот подход подробнее, >: - а-

Пусть 56 - множество функций /?(х, i ) : Щп х [0, J] Ж, которые дважды непрерывно диф­
ференцируемы по х и один раз по t. Положим 

А = ||Д l l ^ i , . . . , / ^ ! , m l 9 m k > 1, 
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Договоримся понимать - каюобычйое умножение, а.<0)А - как скаляр А. Обозначим 

"""" C . . . C R ^ 

w def (к) (2.7) 

(2.8) 

где С, 4 р , (р = 1,2,.. . 9к + 1, g = 1,2,..., к; i = 1,2,.. .,m) - некоторыешераторы, определенные 
на множестве Предполагается, что правые части (2.7), (2.8) существуют. 

Определим на множестве ^ с л е д у ю щ и е операторы:., . , , 

л л m 2 

. . ОХ . , i - i ох X к = 1 = 11 = 1 

G<°J?(x, 0 = ^ ! 0 ^ | ) ( х , 0 , i = 2 , . . . , m. (2.10) 

Отметим, что Lx = а (х, 0, GQ } я = В,<х, 0» где х G R", S^X, Г) есть i-й столбец матрицы В(х9 t). 

Введем в рассмотрение П С И Ито вида , 

(2.11) 

U, к = 0, 

( i , . . . i t ) _ 
J(ll...lk)s,t ~ • 

(S-xk)l\.Ais-x1)hdi^\..di<;:\ k>i, 
(2.12) 

И , к = 0, . 

где/ j , . . . , 4= 1 * 2 , m , ll9 . . . ,4 = 0 , 1 , и обозначим 

_ IM'i-1*) IIm m ( * Ь 
hh...ik)s,t - р^.лкФ, = 1 , . , . , ! , = i r J i i ^ . j ^ i -

y0'i •••'*) I 

Ч/,-/*)м| 
m m 

«1 = V^",ft=1" 
Используем для сильной аппроксимации величины х т / из (2.6) унифицированные разложе­

ния Тейлора-Ито [12] по П С И Ито вида (2.11) и (21.12), В результате получим следующие чис­
ленные схемы: 

9 = 1 (kJJlt...,lk)e% 

Ут,+1 = Ухр+1 - + |с(Ут,+1; -> ^ ^ , . y ) V ( { x ^ , } , , ^ г. 

= У ^ + Х X ^ I J G ^ ^ 
4=1 (*,;,/, « € % 

Ух,., = y V l - + J « ( y V l - . t p + 1 ; y ) V . ( { T l > + 1 K d y ^ : ' 

(2.13) 

(2.14) 

ЖУРНАЛ ВЬИИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 41 № 6 2001 



926 КУЗНЕЦОВ 

щ е р = 0 , 1 , п Т 9 Ъ+i-Ь = Д>, G," = (Gq_xL-LGq_x )/q,.q = 1,2, = 1, 2, m, Э , = % u 

и {(*,,/, Zl9 lk): * = Zi = ... = 4 = 0, 2/ = ? + 1}; % = {(k9j9 ll9...9 lk) : * + 2(/ + /j + ... + 4) = ? , *, 
j , / ! , . . . , lk = 0,1, . . ."}; здесь й далее знак Л указывает на аппроксимацию соответствующего ПСИ. 
Предполагается, что все частные производные и ПСИ, входящие в правые части (2.13), (2.14), су­
ществуют. 

Рассмотрим аналоги численных схем (2.13), (2.14), основанные на унифицированных разло­
жениях Тейлора-Стратоновича [16]. 

Определим на м н о ж е с т в е о п е р а т о р L формулой 

m 

Введем в рассмотрение П С И Стратоновича вида 

J ( / r x 4 ) 4 . . . J ( / . - T 1 ) , , < , ) , . . < ) , к>1, 
(/,...It)s, t 

t t 

11, к = 0, 

{ ( . - т , ) ^ . . ! ^ - ^ ^ ^ : . . ^ к>и 

И , к = 0, 

(2.15) 

(2.16) 

где il9 ik = 1 , 2 , m , / ь 4 = 0, 1, J означает стохастический интеграл Стратоновича, и 
обозначим 

(к) у* 
^( / 1 . . . / 4 )5 f r | | i 1 = l,...,i i k=l» J(ll^Jk)sit 

t*{iv...ik) \\m m 
\J{l,...lk)s,t\\ix = 1... . , / , = ! • 

Выпишем численные схемы для СДУ (2.1), основанные на унифицированных разложениях 
Тейлора-Стратоновича по П С И вида (2.15),,(2.16):, : 

(Ap)d+l

 7d+\ 
(d+1)! . 

9 = 1 (к, j, /„...,/4)е 2), 

УхР+1 = y x p + 1 - + J c ( y V l - ^ , ; 1 , y ) v ( { T p + j , d y ) , ;; ч 

(2.17) 

_ . ( A p / + 1

T d + i 

; ^ G / ^ . . G / Д У ^ } • М...1к)Тр+1,Тр, 

q=l 

Ухр+1 = Ух,+1- + | с (Ух^ г - . .х^ 1 , .у )у<{х р + 1 } ,4г) , 

(2.18) 
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гдер = О , 1, пт, lp + l-Xp=f Д р , G{q = (G{q-\L - LG^_i )/q, q = 1, 2 , i = 1, 2 , m , Go0 , =F
 G Q \ 

i = 1, 2, m. Предполагается, что все частные производные и ПСИ, входящие в правые части 
(2.17), (2.18), существуют. ^ 

Для сравнения отметим, что численные схемы (2.13), (2.14), (2.17), (2.18) при г = 5, 6, 7 содер­
жат по 12, 20 и 33 различных ПСИ. В то же время аналог этих численных схем [5], основанный 
на разложении Тейлора-Ито [17], содержит уже 17, 29 и 51 различных ПСИ. Уже отмечалось, 
что численное моделирование П С И является непростой задачей, поэтому численные схемы 
(2.13), (2.14), (2.17), (2.18) имеют некоторое преимущество перед своим аналогом [5]. 

Сформулируем теорему о сходимости численной схемы (2.13), которая является аналогом со­
ответствующего утверждения [5], относящегося к численной схеме, основанной на разложении 
Тейлора-Ито [17]. 4 ) 

Пусть М 2([0, Т\) - класс случайных функций ^(Г, од) = f : [0, Т] х О — ^ R1; которые измеримы 
по совокупности переменных (г, од), 9% измеримы при всех te [0, Т\ и удовлетворяют условию 

т 

Положим 

& q = | ( А : , Л ^ : * + 2 / Р = * ; ^ . . . , 1 * = 0, (2.19) 

Теорема 1. Пусть для данных А > 0, г е N, { т Д " ^ , 1 и всех ж, же Rn, у € X, ^ , . . . , i* = 1, 2, . . . , т , 
выполнены следующие условий:: / 

1) для всех (kj, l x , 1 к ) е l ^ f = w Г G [0, Т] имеем 

... G ^ Z / i М ? ^ . . . G ! f L ^ | < tf, |x - z|, ^ < oo, 

| c ( x , r , y ) - c ( z , ^ , y ) | < C 1 ( y ) | x - z | , | c (x , r , y ) |<C 2 (y ) ( l + |x|);; <y 

2) для всех (k9j9)l9 /Д e ^sig) t e [0, 7 1 u p = 0, 1 , л г + 1 имеем 

G^.G^l/xeZ, G^ ...G^flJx^e "Мг([0,Т]), >} 

\С^...С^^<К^ + Ы), K2<oo; 

3) для всех (kj, l x , l k ) e s&r,g= 1, 2 , m , t e [0, T] имеем 

LG^...G^lJ^ GfG^...G^lJ^ МШШ "• " ^ ' Г 

ILG .̂.. G^L Y 4+|<# .G|; t )z/X|<.Jfir i(l4-|X|); 

4) для всех s,te [0, T] и i = 1, 2 , . . . , m имеем 

|a(x,s)-;ffl(x,f)| ? : £ 3 ( L + J 4 ) | s - t \ m , K3<°°,^ 

\В>(Х,5)-В{х,»\<К4(1 + Ш5-г\Ш, K4<oo, 

|c(s, s, y) - c ( s , /, y)| < C 3(y)(l + | x | ) | s - t\m, 

где (CXy)')2, i = 1,2, Ъ,*-скалярнъ1ё, H (dy) - интегрируемые функции. -
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Тогда 

М sup | x , - y J 2 | 3 F 0 \ й К 5 ( 1 + |хо|2)А г + А:б|хо-Уо|2..- (2.20) 

(2.21) 

где постоянные К5,Кв не зависят от А и 

9 = 1 ( 4 , ; , / „ . . . . / , ) е Э , 1 - р = 0 

f G [0, J ] , у 0 , XQ е с т ь Э^-измеримые случайные величины. 

Теорема 1 перефразирует теорему 3 из [5] для численной схемы (2.13) в предположении, что 
п Т + 1 

{'*/}/ = о ~ разбиение, построенное по моментам скачков процесса Пуассона описанным выше 
способом. 

Т е о р е м а 2« Пусть выполнены условия теоремы 1, а также условия: 
1) М ( | Х о | 2 } < оо9 M{\XQ - у о | 2 } < К7АГ, ВД{|Хо - у 0 | 2 } < KSAR

9 KL9KS< «>, у 0 есть $^-измеримая слу­
чайная величина', 

2) для всехр - 0 , 1 , щ - 1, i l 9 4 = 1 , 2 , t n 9 { k 9 j 9 l i 9 4 ) G ^ J R

 = jSb^ шмееж 

(2.22) 

где Q < оо, г e [ 0 , Л - ; - V ; С 
Тогда M{ | х Г - y 7 | 2 } < С2АГ, где постоянная С2 не зависит от А, а процесс у„ * е [0, 71, получа­

ется из процесса ft9tG [0, Т], вида (2.21)путем замены в (2.21) все ПСИ на их аппроксимации. 

Теорема 2 является перефразировкой следствий к теореме 3 из [5]. 
Аналоги теорем 1, 2 могут быть сформулированы и для численных схем (2.14), (2.17), (2.18). 

3. М Е Т О Д Ы С И Л Ь Н О Й А П П Р О К С И М А Ц И И П С И С Т Р А Т О Н О В И Ч А И И Т О 

Для реализации рассмотренных выше численных методов необходимо уметь численно моде­
лировать П С И Стратоновича и Ито вида 

*т *h 

= • Jv^, . . 'J .Vi (r i )rfw!! , ) . . .^ ) , (3.1) 

m{%,, = \yk(tkv..^^.^< (3.2) 
t t 

где Щ%\ I = 1, 2 , - непрерывно дифференцируемые на промежутке [t9 Т] функции, w|° = 

при i = 1, 2 , . . . , m, w | 0 ) = f, i j . , . . . , ik = 0 , 1 , . . . , m, j , ( J - стохастические интегралы И т о и Страто-
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новича соответственно. Очевидно, ПСИ вида (3.1), (3:2) .являются несколько более- общими, не­
жели ПСИ, входящие в (2.13), (2.14), (2.17), (2.18). 

Кратко рассмотрим известные методы сильной аппроксимации совокупностей интегралов 
вида (3.1) и (3.2), которые могут быть использованы для реализации сильных численных методов 
(2.13), (2.14), (2.17), (2.18). - ' 

В [9] (см. также в [10], [21]) предложен метод разложения интегралов вида (3.1) в кратные ря­
ды из произведений стандартных гауссовских случайных величин, который основМн на разложе­
нии в тригонометрический ряд Фурье винеровского процесса [4]. Для получения разложения ин­
теграла (3.1) по методу Т.Н. Мильштейна.необходимо осуществить итеративный процесс, начи­
ная с внутренних интегралов в (3.1), подстановки с последующим интегрированием разложений 
фурье-компонент винеровского процесса IF,. Эта процедура является сложной и не приводит к об­
щей формуле разложения интеграла (3.1) произвольной кратности к. В результанте в [9], [10], [21] 
представлены лишь разложения интегралов вида (3.1) кратностей от 1 до 3. 

В [12], [19], [20] предложен другой метод сильной аппроксимации интегралов вида (3.1). Он 
основан на представлении интеграла / * [ У Л ) ] г > г в виде кратного стохастического интеграла от 
специальной разрывной неслучайной функции к переменных с последующим ее разложением в 
кратный ряд Фурье по полным ортонормированным в пространстве 1ъф9 71) системам непре­
рывно дифференцируемых функций. В результате в [12], [19], [20] получена общая формула раз­
ложения интеграла вида (3.1) произвольной кратности к'в кратный ряд из "произведений стан­
дартных гауссовских случайных величин. Далее будем называть описанный метод методом 
кратных рядов Фурье. 

Приведем формулировку доказанной в [12], [19], [20] теоремы, на которой основан метод 
кратных рядов Фурье. * 0

 :! _ 
Определим на гиперкубе [t9 Т]к функцию 

' к к-1 

Mfi(tx)9 к = 1, 

где 1А - индикатор множества А. 

Пусть { ф / * ) } ~ = 0 - полная ортонормированная система непрерывно дифференцируемых 
функций в пространстве L^[t9 7*1). 

Определим класс #([*,. 71) Ь^ф, 71) кусочно-гладких на открытом интервале (t9 7) и ограни­

ченных на промежутке [/, 71 функций f(x)9 для которых ряд Фурье ^ ° ° = 0 С ft fx) с коэффициен­

тами Cj = f(x)q>j(x)dx сходится.во всякой внутренней точке,* .промежутка ,^ 71 к величине 
\f(x + 0) + Д х - 0)]/2и равномерно K/(JC) в любом замкнутоминтервале непрерывности /(JC), а так­
же сходится прих=<*, Г (здесь и далее сходимость:рядов Фурье понимается в смысле нормы в про­
странстве I4\t9 71)). <? 

доложим 
q-l 

и т Г г / = i (3.4) 

C y o ^ 1 , . . . , ^ ) i f ^ 1 , . . . , ^ ) . ^ . ; s ж: 

Теорема 3 (CM. [12], [19], [20]). Пусть для некоторого k >? 1 выполнены следующие условия: 
1) Щт), I = 1, 2 , к 9 - н е п р е р ы в н о дифференцируемые на промежутке [t9 Т] функции; 

2) { ф / * ) } / = о - полная ортонормированная система непрерывно дифференцируемых функ­
ций в пространстве Ь^ф, Т]); ; 

3) Gj4_ittJi(tq9tk) е H([t9 Т]) по переменной tq9 q = 1, 2 , k . 
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Тогда интеграл вида (3.1) разлагается в следующий сходящийся в среднем степени п{пе N) 
кратный ряд: 

' : : ' * ^ w k , = £ • • " . . Х с ^ П С . . (3.5) 
Л = о л = о i=\ •„ ., " 

г д е ц , 4 = 0 , 1 , . . . , т , , , ' • . 
: . : * -.ЛГ-К • • .', г - ••• • ^ •-Г- ' 1"; ••• - ' -г • 

суть стандартные гауссовские случайные величины при различных ц uAujx (если ц 'Ф0); 

. . . . л ^ ; ; , : ' ' ... ,.<з.$) 

В [12] показано.,: что метод кратных рядов Фурье дает в случае тригонометрической, системы 
функций такие же разложения интегралов вида-(3 .1)-как и метод Г.Н. Мильштейна, а в. случае 
полиномиальной системы функций дает .существенно более простые разложения интегралов 
вида ( 3 . 1 ) . ' 

Для сильной аппроксимации интегралов вида?(3.2) в литературе иногда применяют .методы 
прямоугольников или трапеций (см., например, [9]). Однако эти методы сходятся в несклько раз 
медленнее в среднеквадратическом смысле, чем метод Мильштейна (см. [9]) и метод кратных ря­
дов Фурье [ 1 2 ] . Однако можно, использовав стандартные соотношения между интегралами вида 
(3.1), (3.2) [10], [12], представить интеграл вида (3.2) конечной суммой интегралов вида (3.1) крат-
ностей не больше к и аппроксимировать затем эти интегралы методом кратных рядов Фурье. 

Отметим, что если У*[\|/**]г,* - аппроксимация интеграла Т * ^ * ^ , , которая имеет вид 

У * [ ¥ < * > & , = £ : . , av 
Л....,Л = о /=1 

где q < ©о (ix, ... 9ik = 1,2, m) и попарно различны, то (см. [12], [20]) 

q 

В [12], [19], [20] представлены аппроксимации интегралов 'бид^ (3.1) кратностей 1 и 2, а в [ 2 2 ] -
кратностей от Д до 5 с помощью .метода кратных рядов Фурье по полиномиальной системе функ­
ций, В этих работах также вычислен^-среднеквадратические:погрешности аппроксимаций рас? 
смотренных стохастических интегралов. 

Приведем примеры применения теоремы 3. Рассмотрим полную ортонормированную систе­
му полиномов в пространстве ^([t, Т]): 

где Pfx) - полином Лежандра. ,(., -, V 
Используя теорему 3 и систему функций (3.9), получаем ^ , : . ; 

3/2 
,*('.) * ff—fr^ . > ( # Г * Ь •'(>•) , 1 r(iA~c n 1 Х Л : { : 

'(0)r,f - V i - ' S o > 1(i)T,i - ~ 2 у 9 0 J% J 

5/2 Г~ " " 1 1 • • , •>• . ' •.w; 
y * ( i i ) (T~t) (r(ix) , V3^(ii) , 1 r{iS\ ^ \ * * n i m 
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r*(l'2«i) T—t 
400) т, t So So + 

/= i л / 4 / 2 - 1 

1 ,r(h) Ah) vCy^O'iK 
ISi-iS; ~ S ; S* Ti ' 

Aoi)T,, = - — j ^ o 5o + ̂ o Ь + ̂ Q o ^2 -

1 ^0"2Мч) NT̂  1 
3 ^ 2 ° + ^U(2i+ l)(2/ + 3) 

j . ( ' 2 M ' l ) 1 ^ ( ' 2 ) ^ ( ' l ) 

S; Si + 1,—; „ Si Si - 1 ~ 
(3.11) 

1 1 
( 2 i - l ) . ( 2 i + 3 ) " " V(2i + l ) (2 i + 5)(2i + 3) 

(0 + 2)Si S i + 2 - ( ' + l ) S i + 2 S i ) 

f *(i 2 ' i ) (T-t)2\2yV2)yVi) 1 " r ( i i ) U i 2 ) 2 r ( i i ) - ( i , ) 1 r(h)r(h) , 1 r ( ' 2 ) r ( ' i ) , 

W,. = — C o + ^ C 2 Co - ^ C 2 Co + ^ C o d + ^ C o с 

/ = 1 
-1 

A / ( 2 I + l)(2i ' + 5)(2i + 3) 

tJtfTC V ( 2 / + l ) ( 2 / + 3) 

((/+1)сг2'с;г2-(^2)с;г2сг")-+ 

y(i 2) r('i)' , • 
Si Si+1 + (3.12) 

( ' 2 ) j . ( ' l ) /• . лМ-''!> 1 J . ( ' ' l ) » - ( ' 2 ) 

< 2 I - 1 ) ( 2 I + 3) СГ'СГ 

где 

С ^ - = : | Ф / , ) ^ 0 , 

.•OWi) _ 1 , y *0 ' i ) у * ( ' 2 » з ) т*( г'з) y*0Vi)v 1 у*(ч) (J*Wi) т * ( ' У з К 
(̂000)7, f - ~ y~~^U(0)r,-^(10)r, Г + (̂0)7, (10)7; J T ^(0)Г, Л*(00)Г, t ~ I(\0)T, t) + 

( г - 0 3/2 

*= 1 

ifc+ 1 
г ^ Г ( « 1 ) Г ( « 2 Ы ' з ) , 

^цкР)Ькч*1,(к*S; Sitr T , 7 = 0 i = 0 
•k + j - i = 2p>0,peZ 

^ijk^k+\Jt(k + j-i)/2hi Sy Sit ~ 

=>* + 2 1 •= 0 ; ' 
k+J-i = 2 p Z 0 , p e Z >r;. 

A: — 1 
7 r ^ V ^ V ^ j -bijkKj,k-hik + j-i)l2-\4>i Sy Sit + 

v 7 = 0 * = О г 
it + y'-i = 2p>2,pe Z 

b i j k K k - l , j , ( k + j-i)l2- 1 S i S j Ък ' + 

7 = к i = 0 
& + y - i = 2p>2,pe Z 

(3.13) 
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*+i 
, ^ijk^j,к + h(k + у - i ) l 2 + \£>i 1 С/2 С*3 + 

k + j 
у = О i = 0 -i = 2p>-2,pe Z 

где 

M r r 0 ' l M * 2 M ' * 3 ) 
mijk^k+l,j,(k + j-i)/2+\4>i Sy Sit 

j = k + 2 i = 0 
fc + y - i = 2p>-2,pe Z 

k-1 oo 

M ^ r ( h ) r ( i 2 ) , 
,mijk*j,k-l,(k + j-i)/2bi Sy Sit + 

у = 0 i = 0 * + y - i = 2p>0,pe Z 

w ^ rih) rih) Ah) 
, m ijk^ к - 1, у, (it + у - 0/2 Sf Sу Sit 

у = it ,i=-0 
fc + y'H = 2p>0,pe Z 

j = / 2 j + I , • • 1 
V ( 2 i k + l ) ( 2 / + l ) 2 / + 3 ' ^ " 

2j+ l - 1 
(2*+l)(2i-+ 1 ) 2 / - 1' 

~ _ flm-ibflikfln-it2yi + 2 m - 4 f e + l ( 2 * - l ) ! ! 
Amnit - — ~ ~ ~ — — — Т Г Т Т ' a * = " П w £ n . . - , 

am + n-it 2n + 2 m - 2 A : + l A:! 
Разложения (3.10)-(3.13) сходятся в среднем степени п(пе N)K соответствующим ПСИ. 
Согласно (3.8), при ix Ф i2 

li(00)r,r~i(00)7,,r ) 
_ (т-ty 1 1 

У2
 t ^ - h 

/ r * ( ' 2 ' l ) ,*('Vl)«4 Г _ 

17(10)Г,/~ / (10)7\/ ) ( -
I ,*(«2'|) r*('2'l)«4 

M(01)r,r~''(01)7',f -> 

( Г - 0 J7 
16 

7 y f 1 , i , (Г+2Г + 0Ч-1Г • • 1 M 
9 ( 2 I + 1 ) ( 2 I + 3) (2* + 1)(2* + 5)(2* + 3) 2 ( 2 i - l ) 2 ( 2 i + 3 ) V [ ' 

где /(оо)г,г » Лю)т,г > Aoi)r,r получаются из правых частеи,(3.10)-(3.13) путем замены °° на q. 

4. С Л А Б Ы Е Ч И С Л Е Н Н Ы Е М Е Т О Д Ы ДЛЯ СДУ 
С О С К А Ч К О О Б Р А З Н О Й К О М П О Н Е Н Т О Й 

Рассмотрим слабые численные методы для СДУ (2.1) в автономном случае, т.е. когда а(х, t) = 
= а(х), В(х, t) = В(х), с(х, г, у) = с(х, у). В качестве основы для построения слабых численных ме­
тодов возьмем соотношения (2.6) и унифицированные разложения Тейлора-Ито [12], [15]. 
Имеем 

Ут,+ 1 - = Ух + 
( А р ) \ к ) ^ ~ ~j кЩ 

(4.1) 
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LGil...Gik{yx}- ^ , . . . y t , + i , v ' 
q=l (k,j, l v lk) e S&Q 

9 3 3 

(4.2) 

где p = 0, 1, -» лг» + i ~ Tp d== A>* ^ имеет вид (2.19), G {

Q

L ) =^G^_iL - LG^^/q+q = I, 2, 

..., i = 1,2,..., m, операторы L , GQ \ / = 1, 2, . . . , m, получаются, из. операторов. L,, GQ } , i = 1, 2, ..., m, 
соответственно путем замены a(x, 0, "B(s» Д c(x, f, у) на a(x), B(x), c(x, у); остальные обозначения 
такие же, как в (2.13), (2.14). Предполагается, что все частные производные д ПСИ, входящие в 
правые части (4.1), (4.2), существуют. . <\ 

Численные схемы (4.1), (4.2) имеют два существенных отличия от численных методов (2.13), 
(2.14). Во-первых, в правые части (4.1), (4.2) входят все-ПСИ Итаиз унифицированных разложе­
ний Тейлора-Ито [12] кратностей от 1 до г. В численные же методы (2.13), (2.14) входят лишь те 
ПСИ Ито, которые имеют при хр+ { \ хр в сре'днеквадратическом смысле порядки 0((хр + 1 - хрУ), 
у = ' 0 . 5 , 1 . 0 , 1 . 5 , 0 . 5 г . Во-вторых, П С И Ито из (2.13), (2.14) аппроксимируются в сильном смыс­
ле, т.е. в соответствии с условием (2.22), а П С И Ито из (4.1), (4.2) аппроксимируются в слабом 
смысле, т.е. в соответствии с условием (4.3) (см. ниже). '' ~ >А; 

Через ynte [0, Г], обозначим случайный процесс, который получается из у, , t е [0, Г],'вида 

(2.21) путем замены в (2,21) операторов G Z I , . . . , Glk, L на Git,..., Gik, L соответственно и множе­

ства ЯЬа на множество Ша. 1 '."'V " 

Пусть СЩ, Ш) - пространство 7 раз непрерывно дифференцируемых функций g : К • —^ К , 
которые вместе со своими частными производными до порядка / включительно имеют полино­
миальный рост (функция F: — ^ R1 имеет полиномиальный рост, если существуют постоян­
ные CF > 0 и yF е N, зависящие от F и такие, что |F(x)| < СД1 +, |х | 2 7 / г ) для всехх е К"). , 

Сформулируем теорему о слабой сходимости дискретной аппроксимации уХр, р = 0,1, ..., пт + 1, 
которая является перефразировкой соответствующего утверждения из [7], относящегося к сла­
бой сходимости численного метода типа (4.1), но основанного на разложении Тейлора-Ито [17]. 

Тесорема 4„ Пусть для фиксированного г е N и функции g(x): IR" — ^ R выполнены следую­
щие условия: \ ; ; ... . 

l ) g ( x ) e C 2 ( r + 1 ) ( R n , R 1 ) ; 
2) функции а(х), В(х), с(х, у) непрерывно дифференцируемы 2(г +• 1) раз и их производные 

ограничены; 

3) для всех (£,у, l l 9 l k ) е KJR

Q = x s & q \ i \ , 4 = 1» 2, m, и x ё IRn 

\G^\..G^ K<OO. 

Тогда \M{g(xT)} - M{g(yT)}\< CA r, где постоянная С < «> не зависит от А. 

Опираясь на работы [7],< [10]-, можно заключить, что если вдобавок к условиям теоремы 4 
выполнено условие такое: (kgJ, l\8\ l[8)) Е sik 9 i[8), i[8) = 1, 2, m, kg < r, g = 1, 2, /, 
/ = 1 , 2 , . . . , 2 r + l , p = 0, 

Ah •••h) 
<KXA 

r+l-j 
(4.3) 

где T̂j < ©о _ постоянная, то 

| M { g ( x r ) } - M { g ( y r ) } | < C 1 A r , (4.4) 

где постоянная Cv < не. зависит от А, а у г определяется численной схемой (4.1) при р = пТ. 
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Условие (4.3) является аналогом соответствующего условия [10] для П С И из разложения 
Тейлора-Ито [17]. ; 

5. СЛАБАЯ А П П Р О К С И М А Ц И Я П С И И Т О 
Отметим две особенности слабой аппроксимации ПСИ. Во-первых, слабые аппроксимации 

П С И являются гораздо более простыми [9], [10], чем сильные аппроксимации, и, как правило, 
содержат одну, две или три случайные величины с определенными свойствами (ср. с теоремой 3). 
Это объясняется тем, что условие (4.3) предоставляет гораздо больше свободы при построении 
аппроксимаций, нежели условие (2.22). Во-вторых, для построения слабых аппроксимаций ПСИ, 
в отличие от сильных (теорема 3), нет общего "рецепта". Это означает, что слабые аппроксима­
ции П С И Ито строятся путем искусного подбора такий образом, чтобы выполнялось условие 
(4,3) при данном г. При этом большинство слабых аппроксимаций, соответствующих некоторо­
му г, как правило, уже не может быть использовано в качестве слабых аппроксимаций для неко­
торого гх > ту Заметим, что для сильных .аппроксимаций ПСИ наблюдается обратная картина, 
так как в зависимости от г меняется лишь число q в (3.7), а общий вид формулы для аппроксима­
ции П С И остается тем же. ^ - i 4 ' 

В [9], [10] построены слабые аппроксимации, П С И Ито из разложения Тейлора-Ито [17] для 
г = 1, 2 в случае многомерного винеровского процесса ts и для г = 3 в случае скалярного винеров­
ского процесса^ г • . • • ; . .. 

Построение слабых аппроксимаций П С И Ито для г > 3 сопряжено с определенными трудно­
стями, так как услрвие (4.3) при различных kj, 1\, .., 4» /, 4, 4 включает в себя десятки мо-
ментных условий, которые необходимо удовлетворить. Количество различных П С И Ито, под­
лежащих слабой аппроксимации, и, как следствие, количество моментных условий можно резко 
сократить, если использовать вместо разложения Тейлора-Йто [17] унифицированное разложе­
ние Тейлора-Ито [12]. Так, при г = 4 и скалярном винеровском процессе fs в правую часть (4.1) 
входит 15 различных аппроксимаций, П С И Ито. : ; Аналог этой численной схемы, основанный на 
разложении Тейлора-Ито [17], содержит уже 26 различных аппроксимаций П С И Ито, и, как 
следствие, в [9], [10] не получены слабые аппроксимации П С И при г = 4. 

Для построения слабых аппроксимаций П С И Ито при г = 4 необходимо, согласно (4.3), учесть 
следующие моментные соотношения: i ^ : . 

/ ' { м{/3} = м { / 3 ( / 0 ^ м{/3/0} = - д 4 / 4 , 

Г Л М { / 2 ( / 0 ) 2 } = М ^ / о о > = М г {/ 2 /оооГ= MUtl^} = 0, ; ^ 

М{/ 2 ( /оо) 2 } = М { / 2 ( / 0 ) 4 } = М { / 2 У 0 } = 0, , 

, М{/ 2 /оо( / 0 ) 2 } = : M ( i 2 / 1 0 } = M { / 2 / o i } = ЩЬШ = Щ / 2 } = 0, 

М { / 2 / 0 } = Д 3 /3 , М { / 2 ( / 0 ) 3 } = А 4 , М{ / 2 / оо / 0 } = А 4 /3 , M{I2IX} = - А 4 / 4 , 

мед = м{ V o l = м{ Vopo} = щ/ц(/0)3} = о, 
М{1»Ш = М{уг} = 0, ; ! М { / 2 0 ( / 0 ) 2 } = А 4/6, М{/ 2 01оо} = А^/12, ; 

' M { / n ( / 0 ) 2 } W / 4 , М{ГХМ ^ А 4 /» , ' М { / 0 2 ( / 0 ) 2 } - ' А 4 / 2 , - -

М{/ 0 2 /оо} = А 4 /4 , М { / Х / 0 1 } "= M{IXIXI0} = 0, . 

М Ш = Ш{1Х10] = М Ш / р ) 2 } = М{/, /оо} = 0, ; . ; 

Щ Ш = М{/ х/оооо} = М{/,(/оо) 2 } = М{/ , ( /о ) 4 } = 0,, ? 

M { / x W o } = М { / , / 0 0 ( / 0 ) 2 } = M { / V / 1 0 } = 0, 

М{1т1т} = -А 4/24, М { / 1 0 о ( / 0 ) 3 } , f - А 4 / 4 , Ш{-1т1М = -А 4 /8 Г ,< ; 
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M { / O I o W = - Д 4 / 1 2 , .• кВДцШ 3} А : - Д 4 / 2 , жу^м = - Д 4 / 4 , 

М{/ 0 0 1 /ооо} = - Д 4 / 8 , М { / 0 0 1 ( / 0 ) 3 } = - З Д 4 / 4 , Ш{1т1М = - З Д 4 / 8 , 

М { / р / 0 } = М{/ Р 4оо} = М { / р ( / 0 ) 3 } = Ш{1р1М = О, ' Ъ 

М { / р / 1 } = M { / p W l = М { / р ( / 0 ) 5 } ; = М{/ р( /оо) 2 /о} = О, 

М{ / р /оо( / 0 ) 3 } = М{/ р/ооо(/о) 2} = M { / p W o } = О, 

" M { / p W o o } = М { / р / 1 0 0 } = f ' M { / p / 0 1 0 } = О, 

М { / р / 0 0 1 } = М { / р / 2 } = М { ( / р > 2 / 0 } = М{1р1О01л} = о, 

M { / 1 0 / 0 1 / o } = М { / р } = М { / р / 1 ( / 0 ) 2 } = О, 

М { / ш ( / 0 ) 2 } = - Д 3 / 3 , М{ / 1 0 /оо} = - Д 3 / 6 ; : Щ/ 1 0 ( / оо ) 2 } = - Д 4 / 3 , 

М { / 1 0 ( / 0 ) 4 } = - 2 Д 4 , Mj/jo/ooo/o} = - Д 4 / 6 , М-{/1 0/оо(/о)2} = - 5 Д 4 / 6 , 

М { ( / 1 0 ) 2 } = Д 4 /12, М { / 1 0 / 0 1 } ^ Д 4 /8 , М { / 1 0 / , / 0 } = - 5 Д 4 / 2 4 , 

М { / 0 1 ( / 0 ) 2 } = - 2 Д 3 / 3 , M { / o i ' / o o > ' = - Д 3 / 3 ; М{7 0 1(/оо) 2} = - 2 Д 4 / 3 , 

М { / 0 1 ( / 0 ) 4 } = - 4 Д 4 , М { / 0 1 / о о р / о } = "Д 4 /3 , М{ / 0 1 /оо( / 0 ) 2 } = - 5 Д 4 / 3 , 

М { ( / 0 1 ) 2 } = Д 4 /4 , М { / 0 1 / , / 0 } = ЗД 4 /8 , 

гдец d = 0 2 , l l r a H 2 0 ;X d = 100,010или001; р d= 10или01;M{-\9y f } = М{-} ; /</,...;t) v „ x , = ?/,..•'. -
аппроксимация ПСИ Ито вида' " . " 

h , . . i k ) M = j (<cP-h)'k... j (xp-htdft,..dfti, 
X X 

p ' p • 

' * * def " 
где / 5 - скалярный стандартный винеровский процесс, т р + х - хр .,.=. А. 

Приведенные моментные соотношения получены с помощью стандартных свойств стохасти­
ческих интегралов Ито [ 4 ] , ' а также следующих справедливых с вероятностью, . 1 и вытекающие 
из формулы Ито равенств: 

( / 0 ) 4 = 2 4 / ^ + 1 2 А / о о + З А 2 , (/oof = 6/оооо + 2AIW + А 2 / 2 , 

/оо(/0)2 = 12/оооо+ 5 А / о о + A 2 , dof = ^ ^Л" 
,(/оо)2/о = 30/ооооо+ ПД/ооо.+ ШД'/оМ, i , . 

*оо(А>) =• 60/QOOOO + 2 7 А / о о о + 6 А / 0 : , х т / о о Л . = ôoi, +/ою+Лоо~ А / 0 Д, ; ; 

Аюо(̂ о) =
 20/QOOOO + 7A/QOO + А / 0 , АюооЛ) =

 5/QOOOO + A/QOO, • 5 ' 

Люо̂ оо ~ lÔ ooooo + 3A/QOO + А /оД» : , 

/ 0 i / 0 = 2/ooi + /ою - Ог ~ А 2 / 0 ) Д , , ; | т 

/ 1 0/о = /ою + îoo + A/ T + / 2 * / J / Q = /ю + /oi ~ А Д» 

АхюА) = 4/оооо +A/QO, (/о) = 2/оо + А , .. 
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(/„) = 6/QOQ + ЗД-/0< /ад/о = З/ооо +'Д/0-, 

Нетрудно видеть, что условие (4.3) будет выполнено при г = 4, если верно следующее: 

/ р = л/ДСо, /оо = ^ [ ( Q 2 - 1], / i = т ^ 2 ( С о + - к , ) , 

L 2 

где 

/ооо = A 3 / 2 / 6 [ ( Q 3 - 3 C o ] ^ /оооо = ^ [ ( С о ) 4 + 6 ( С о ) 2 - ь З ] , 

д 5 / 2 д 5 / 2 

/юо = - ^ - [ ( С о ) 3 - З С о 1 , /ою = - ^ j [ ( Q 3 - 3 C o ] , 

д 5 / 2 д 3 

/оо! = - % - [ ( С о ) 3 - З С 0 ] , / п . = j [ ( Q 2 - l ] , 

/ 2 0 = ^ [ ( Q 2 - l ] , / 0 2 = j [ ( C o ) 2 - l ] / 

А 7/2 * 5/2 • \ 1 

/,о = А ; { - | [ ( ^ - ii -^сос, ± ̂ [(с,) 2
 - 1 ] } , 

Со, ^независимые'стандартные гауссовские случайные величины; т^.^ - т ^ = f А." ; 
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