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�� Vvedenie

Pust� ���F �P� � polnoe vero�tnostnoe prostranstvo� fFt�
t � ��� T �g � neubyva�wee nepreryvnoe sprava seme�stvo ��
podalgebr F � a wt � Ft izmerimy� pri ka	dom t � ��� T �m�merny�
standartny� vinerovski� process s nezavisimymi komponentami

w
�i�
t �i � �� � � � �m�
 Rassmotrim stohastiqeskoe differencial��

noe uravnenie �SDU� Ito vida


dxt � a�xt� t�dt	B�xt� t�dwt� ���

gde xt � n�merny� sluqa�ny� process� �vl��wi�s� rexeniem
uravneni� ���� nesluqa�nye funkcii a�x� t� 
 �n � ��� T � � �n�
B�x� t� 
 �n� ��� T �� �n�m udovletvor��t uslovi�m suwestvova�
ni� i edinstvennosti v smysle stohastiqesko� �kvivalentnosti
rexeni� uravneni� ��� ���

V literature ����� izvestno neskol�ko variantov stohastiqe�

skogo analoga formuly Te�lora dl� sluqa�nogo processa vida
R�xs� s�� s � ��� T �� gde xs � rexenie SDU Ito ���� a R�x� t� 

�n � ��� T � � �� � nesluqa�na�� dostatoqno gladka� funkci�

Pervy� rezul�tat v danno� oblasti poluqen v ��� �� i byl na�
zvan razlo	eniem Te�lora�Ito
 Razlo	enie Te�lora�Ito ��� ��
predstavl�et sobo� razlo	enie processa R�xs� s�� s � ��� T � v r�d�
ka	dy� qlen kotorogo soder	it v kaqestve mno	itel� povtor�
ny� stohastiqeski� integral Ito vida
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V rabote ��� �sm
 tak	e ���� predlo	en drugo� variant razlo�
	eni� processa R�xs� s�� s � ��� T � po povtornym stohastiqeskim
integralam Stratonoviqa vida
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kotory� nazyvaets� razlo	eniem Te�lora�Stratonoviqa�

i�� � � � � ik � �� �� � � � �m�
�R
� oznaqaet stohastiqeski� integral

Stratonoviqa�

V ��� s pomow�� special�nyh preobrazovani� razlo	enie
Te�lora�Ito iz ��� �� preobrazovano k bolee prosto� forme�
nazyvaemo� unificirovannym razlo	eniem Te�lora�Ito
 Ka�
	dy� qlen dannogo razlo	eni� soder	it v kaqestve mno	itel�
povtorny� stohastiqeski� integral Ito vida
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Izvestno ���� qto nekotorye stohastiqeskie integraly Ito
vida ��� ili ��� sv�zany drug s drugom line�nymi sootnoxeni�
�mi� v to 	e vrem� dl� integralov vida ��� �to ne tak
 Po�tomu
sovokupnost� stohastiqeskih integralov vida ��� �vl�ets� v ne�
kotorom smysle minimal�no� i� kak sledstvie� sootvetstvu�wee
unificirovannoe razlo	enie Te�lora�Ito ��� okazyvaets� bo�
lee prostym� qem razlo	enie Te�lora�Ito iz ��� ��


Otmetim� qto s pomow�� podhoda� opisannogo v ���� v ra�
bote ��� poluqena druga� forma unificirovannogo razlo	eni�
Te�lora�Ito po povtornym stohastiqeskim integralam Ito vi�
da
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Cel� nasto�we� raboty zakl�qaets� v poluqenii dvuh no�
vyh predstavleni� razlo	eni� Te�lora�Stratonoviqa� ka	dy�
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qlen kotoryh soder	it v kaqestve mno	itel� povtorny� stoha�
stiqeski� integral Stratonoviqa vida
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 Pri poluqenii dan�
nyh razlo	eni� ispol�zuets� podhod� opisanny� v ���� a tak	e
nekotorye svo�stva stohastiqeskih integralov Stratonoviqa

Izvestno ��� ������ qto odin iz podhodov k qislennomu re�

xeni� SDU Ito osnovyvaets� na qislennom modelirovanii
rexeni� �tih uravneni� v diskretnye momenty vremeni s po�
mow�� stohastiqeskih razlo	eni� Te�lora�Ito i Te�lora�
Stratonoviqa� a tak	e s pomow�� special�nyh metodov approk�
simacii povtornyh stohastiqeskih integralov Ito i Strato�
noviqa� vhod�wih sootvetstvenno v dannye stohastiqeskie raz�
lo	eni�
 V rabote ���� predlo	en �ffektivny� metod sredne�
kvadratiqesko� approksimacii povtornyh stohastiqeskih inte�
gralov Stratonoviqa vida ���� ���
 Takim obrazom� prinima�
vo vnimanie rezul�tat raboty ���� i uqityva� minimal�nost�
sovokupnoste� stohastiqeskih integralov vida ���� ���� mo	no
pri�ti k vyvodu� qto razlo	eni� Te�lora�Stratonoviqa po po�
vtornym stohastiqeskim integralam Stratonoviqa vida ���� ���
mogut okazat�s� poleznymi pri postroenii qislennyh metodov
dl� SDU Ito


�� O nekotoryh svo�stvah stohastiqeskih integralov

Pust� wt� t � ��� T � � Ft izmerimy� pri ka	dom t � ��� T � skal�r�
ny� standartny� vinerovski� process
 Vvedem klass M����� T ��

sluqa�nyh funkci� ��t� ��
def
� �t 
 ��� T � � � � ��� kotorye

izmerimy po sovokupnosti peremennyh �t� ��� Ft izmerimy pri

ka	dom t � ��� T � i udovletvor��t uslovi�m

TR
�

E��t dt � ��

E��t � � pri vseh t � ��� T �
 Vvedem na klasse M����� T �� normu
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k�k��T �

�
TR
�

E��t dt
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 Stohastiqeskim integralom Ito ot funk�

cii �t �M����� T �� nazovem ��� srednekvadratiqeski� predel
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Vvedem klass Qm���� T �� processov Ito f�t� t � ��� T �g vida
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Rassmotrim funkci� F �x� t� 
 �� � ��� T � � �� iz C�������

�C������� � klass dva	dy nepreryvno differenciruemyh po x

na intervale ������ funkci� s ograniqennymi pervo� i vtoro�
proizvodnymi�

Stohastiqeskim integralom Stratonoviqa ot processa

F ��t� t�� t � ��� T � nazovem ��� ��� ��� sledu�wi� srednekvadra�
tiqeski� predel
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gde sohranen smysl oboznaqeni�� vhod�wih v ���

Izvestno ��� ��� ���� qto pri opredelennyh uslovi�h s v
�

spravedliva formula
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Esli 	e vinerovskie processy v ��� i ���� nezavisimy� to
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Odnim iz vozmo	nyh variantov uslovi�� pri kotoryh spra�
vedlivy formuly ����� ���� mogut byt�� naprimer� sledu�wie
uslovi�
 �t � Q����� T ��� F ��t� t� �M����� T ��� F �x� t� � C�������


V ��� ��� dokazana teorema o zamene por�dka integrirovani�
v povtornyh stohastiqeskih integralah Ito
 V dal�ne�xem my
budem ispol�zovat� �tot rezul�tat� po�tomu privedem ego for�
mulirovku i neobhodimye oboznaqeni�
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s v��� gde i� j� l � �� 
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nezavisimye standartnye vinerovskie processy�
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 Ispol�zu� ����� ����� formulu� kotora� otliqaets� ot ����
zameno� h�
� na G�
�h�
�� a tak	e ����� poluqim ����
 Lemma do�
kazana


�� Razlo�enie Te�lora�Stratonoviqa

V dannom paragrafe privedem razlo	enie Te�lora�Strato�
noviqa� poluqennoe v ��� i vvedem r�d neobhodimyh v dal�ne�xem
oboznaqeni�

Pust� L � klass funkci� R�x� t� 
 �n � ��� T � � ��� kotorye

dva	dy nepreryvno differenciruemy po x i odin raz po t

Opredelim na klasse L sledu�wie operatory
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�i�
q � p � �� � � � � k	�� q � �� � � � � k� i � �� � � � �m � operatory�

opredelennye na mno	estve L
 Predpolagaets�� qto leva� qast�

���� suwestvuet
 Dogovorims� ponimat�
�
� kak obyqnoe umno	e�

nie
 Esli pri nekotorom l � f�� � � � � kg 
 ml � � v ����� to uslo�
vims� ponimat� pravu� qast� ���� sledu�wim obrazom
���A�i����il��il�����ik�

���m� ��� ml�� ml�� ��� mk

i������� �il�����il�������� �ik��
�

ili v sokrawenno� zapisi
 �k���A

Vvedem tak	e sledu�wie oboznaqeni�
���D�ik�

�k
� � �D

�i��
��

R�x� t�
���m�� m�l

i�������� �il��l

def
� �pk�D�k � � �D��R�x� t��

�pl�J���l������s�t �
���J��il���i����l������s�t

���m�� m�l

i�������� �il��l
�

Mk
def
� f��k� � � � � ��� 
 �l � � ili �� l � �� � � � � kg� k � ��

gde

J
��il���i��
��l������s�t

�

�Z
t

s

� � �

�Z
t

��

dw�il�
�� � � �dw�i��

�l �

�l � � ili �� D
�il�
�l

� �L i il � � pri �l � �� D
�il�
�l

� G�il� i il �

�� � � � �m pri �l � �� pl �
lP

j��
�j � l � �� � � � � r 	 �� w

�i�
� �i � �� � � � �m�

� F� izmerimye pri vseh � � ��� T � nezavisimye standartnye

vinerovskie processy� w���
�

def
� � 




NOVYE PREDSTAVLENI� RAZLO�ENI� ���

Primen�� mnogokratno posledovatel�no formulu ���� k pro�
cessu R�xs� s� mo	no poluqit� razlo	enie Te�lora�Stratonovi�
qa ��� ��


R�xs� s� � R�xt� t�	

	
rX

k��

X
��k���� �����Mk

�pk�D�k � � �D��R�xt� t�
pk
� �pk�J���k������s�t 	 �Dr���s�t

����
s v
�� gde

�Dr���s�t �
X

��r������ �����Mr��

�

�

�Z
t

s

� � �

�Z
t

��

�pr���D�r�� � � �D��R�x�� � ���
�r��
� dw�� � � �

��
� dw�r�� � ����

Pri �tom predpolagaets�� qto vypolneny uslovi� suwestvo�
vani� pravo� qasti ����


Odnim iz vozmo	nyh variantov takih uslovi� mogut poslu�
	it� sledu�wie uslovi�


�i� dl� vseh ��l � � � � � ��� �
rS

g��
Mg 
 Q

�il�
�l

� � �Q
�i��
��

R�x� t� � L�

�ii� dl� vseh x�y � �n� t� s � ��� T �� ��l � � � � � ��� �
r��S
g��

Mg i nekoto�

rogo � � �


jQ
�il�
�l

� � �Q
�i��
��

R�x� t�� Q
�il�
�l

� � �Q
�i��
��

R�y� t�j � Kjx � yj� ����

jQ
�il�
�l

� � �Q
�i��
��

R�x� t�j � K�� 	 jxj�� ����

jQ
�il�
�l

� � �Q
�i��
��

R�x� t�� Q
�il�
�l

� � �Q
�i��
��

R�x� s�j � K�� 	 jxj�jt� sj	 �

gde K � � � posto�nna�� Q
�il�
�l

� L i il � � pri �l � �� Q�il�
�l

� G�il�

i il � �� � � � �m pri �l � ��

�iii� funkcii a�x� t�� B�x� t� izmerimy po sovokupnosti peremen�
nyh i udovletvor��t uslovi�m �
��� �
���

�iv� x� � F� izmerima i Ejx�j
	 ���



��� D� F� KUZNECOV

�� Perva	 forma unificirovannogo

razlo�eni	 Te�lora�Stratonoviqa

V dannom paragrafe s pomow�� teoremy � i lemmy � pra�
va� qast� ���� budet preobrazovana k predstavleni�� v kotoroe
vhod�t povtornye stohastiqeskie integraly Stratonoviqa vida
���

Polo	im

I
��i����ik�
l����lks�t

�

�

	�
�

�R
t

s

�t � ���
lk � � �

�R
t

�k��

�t� �k�
l�dw

�i��
�k � � �dw

�ik�
�� pri k � �

� pri k � �
�

gde i�� � � � � ik � �� � � � �m����I��i����ik�l����lks�t

���m m

i������� �ik��

def
� �k�I�l����lks�t�

�G�i�
p

def
�

�

p

�
�G�i�
p��

�L � �L �G�i�
p��

�
� p � �� 
� � � � � i � �� � � � �m� ����

�G
�i�
�

def
� G�i�� i � �� � � � �m� operatory �L i G�i�� i � �� � � � �m oprede�

l��ts� ravenstvami ����� ����� �����

Aq
def
� f�k� j� l�� � � � � lk� 
 k 	 j 	

kX
p��

lp� k� j� l�� � � � � lk � �� �� � � �g�

��� �G�i��
l�

� � � �G�ik�
lk

�LjR�x� t�
���m m

i������� �ik��

def
� �k� �Gl� � � �

�Glk
�LjR�x� t��

�LjR�x� t�
def
�

	�
�

�L � � � �L
 �z �
j

R�x� t� pri j � �

R�x� t� pri j � �
�

Teorema 	� Pust� vypolneny uslovi� �i���iv�� Togda dl� l�byh
s� t � ��� T � takih� qto s � t i l�bogo natural�nogo r s v�� spra�
vedlivo razlo	enie


R�xs� s� � R�xt� t�	

	
rX

q��

X
�k�j�l����� �lk��Aq

�s � t�j

j�
�k� �Gl� � � �

�Glk
�LjR�xt� t�

k
� �k�I�l����lks�t	



NOVYE PREDSTAVLENI� RAZLO�ENI� ���

	�Dr���s�t� ����

gde �Dr���s�t imeet vid �
���

Dokazatel�stvo� Poka	em� qto s v
�X
��q���� �����Mq

�pq�D�q � � �D��R�xt� t�
pq
� �pq�J���q������s�t �

�
X

�k�j�l����� �lk��Aq

�s � t�j

j�
�k� �Gl� � � �

�Glk
�LjR�xt� t�

k
� �k�I�l����lks�t� ����

Pri q � � ravenstvo ���� spravedlivo
 Predpolo	im� qto ����
spravedlivo pri nekotorom q � �
 TogdaX
��q������ �����Mq��

�pq���D�� � � �D�q��R�xt� t�
pq��
� �pq���J��������q���s�t �

�
X

�q���f�� �g

sZ
t

X
��q���� �����Mq

�

�
�
�pq���D�� � � �D�q��R�xt� t�

pq
� �pq�J��������q���t

� �q��
� dw� �

�
X

�q���f�� �g

sZ
t

X
�k�j�l����� �lk��Aq

�
 � t�j

j�
�

�
�
�k��q��� �Gl� � � �

�Glk
�LjD�q��R�xt� t�

k
� �k�I�l����lk��t

� �q��
� dw� �

�
X

�k�j�l����� �lk��Aq

�
�k� �Gl� � � �

�Glk
�Lj��R�xt� t�

k
�

sZ
t

�
 � t�j

j�
�k�I�l� ���lk��td
	

	

�
��k��� �Gl� � � �

�Glk
�Lj �G�R�xt� t�

k
�

sZ
t

�
 � t�j

j�
�k�I�l����lk��t

�
A �
� dw�

�
����

s v
�

Soglasno lemme �

sZ
t

�
 � t�j

j�
�k�I�l����lk��td
 �
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�

� �s�t�j��

�j���
 pri k � �
�s�t�j��

�j���

�k�I�l����lks�t �

����j��

�j���

�k�I�l����lk�� lk�j��

s�t
pri k � �

����
s v
�
 Krome �togo soglasno vvedennym oboznaqeni�m

sZ
t

�
 � t�j

j�
I
��i����ik�
l����lk��t

dw
�ik���
�

def
�

����j

j�
I
��i����ikik���
l����lkjs�t

� ����

Podstavim vyra	eni� ����� ���� v ����
 Dalee sgruppirovav
slagaemye v poluqivxems� vyra	enii pri povtornyh stohasti�
qeskih integralah Stratonoviqa s odinakovymi ni	nimi indek�
sami i vospol�zovavxis� ravenstvom


�G�i�
p R�x� t� �

�

p�

pX
q��

����qCq
p
�Lq �G

�i�
�

�Lp�qR�x� t�� Cq
p �

p�

q��p� q��
� ����

kotoroe vytekaet iz ����� zametim� qto poluqivxees� vyra	enie
s v
� ravno

X
�k�j�l����� �lk��Aq��

�s � t�j

j�
�k� �Gl� � � �

�Glk
�LjR�xt� t�

k
� �k�I�l����lks�t�

Dalee summiru� ravenstva ���� pri q � �� 
� � � � � r i ispol�zu�
���� pridem k ����
 Teorema dokazana


Upor�doqim qleny razlo	eni� ���� po por�dkam malosti pri
s � t v srednekvadratiqeskom smysle


R�xs� s� � R�xt� t�	

	
rX

q��

X
�k�j�l����� �lk��Dq

�s� t�j

j�
�k� �Gl� � � �

�Glk
�LjR�xt� t�

k
� �k�I�l����lks�t	

	�Hr���s�t� ����

gde

�Hr���s�t
def
�

X
�k�j�l����� �lk��Ur

�s � t�j

j�
�k� �Gl� � � �

�Glk
�LjR�xt� t�

k
� �k�I�l����lks�t	

	�Dr���s�t�
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Dq �

�

�
�k� j� l�� � � � � lk� 
 k 	 


�
j 	

kX
p��

lp

�
� q� k� j� l�� � � � � lk � �� �� � � �

�
�

����

Ur �

�
�k� j� l�� � � � � lk� 
 k 	 j 	

kX
p��

lp � r�

k 	 


�
j 	

kX
p��

lp

�
� r 	 �� k� j� l�� � � � � lk � �� �� � � �

�
� ����

�Dr���s�t imeet vid ����

Razlo	enie ���� obladaet tem svo�stvom� qto ego ostatoqny�

qlen �Hr���s�t imeet bol�xi� por�dok malosti pri s � t v sredne�
kvadratiqeskom smysle po sravneni� s qlenami osnovno� qasti
razlo	eni� ����



� Vtora	 forma unificirovannogo

razlo�eni	 Te�lora�Stratonoviqa

Vvedem v rassmotrenie povtornye stohastiqeskie integraly
Stratonoviqa vida


J
��i����ik�
l����lks�t

def
�

def
�

	�
�

�R
t

s

�s � ���lk � � �
�R
t

�k��

�s � �k�l�dw
�i��
�k � � �dw

�ik�
�� pri k � �

� pri k � �
�

gde i�� � � � � ik � �� � � � �m

Netrudno videt�� qto v silu additivnosti stohastiqeskih in�

tegralov i formuly binoma N��tona spravedlivo s v
� raven�
stvo


I
��i����ik�
l����lks�t

�
l�X

j���

� � �

lkX
jk��

kY
g��

C
jg
lg
�t� s�l������lk�j������jkJ

��i����ik�
j����jks�t

s v
��

����

gde Ck
l

def
� l


k
�l�k�
 � binomial�ny� ko�fficient
 Takim obra�

zom� razlo	enie Te�lora�Stratonoviqa processa �s � R�xs� s��
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s � ��� T � mo	no stroit� kak po povtornym stohastiqeskim in�

tegralam I
��i����ik�
l����lks�t

� qto bylo zdelano v predyduwem paragrafe�

tak i po povtornym stohastiqeskim inegralam J
��i����ik�
l����lks�t


 �tomu

voprosu posv�wen danny� paragraf

Polo	im ���J��i����ik�l� ���lks�t

���m m

i������� �ik��

def
� �k�J�l����lks�t�����LjG

�i��
l�

� � � �G
�ik�
lk

R�x� t�
���m m

i������� �ik��

def
� �k��Lj �Gl� � � �

�GlkR�x� t��

Teorema 
� Pust� vypolneny uslovi� �i���iv�� Togda dl� l�byh
s� t � ��� T � takih� qto s � t i l�bogo natural�nogo r s v� � spraved�
livo razlo	enie


R�xs� s� � R�xt� t�	

	
rX

q��

X
�k�j�l������lk��Aq

�s � t�j

j�
�k��Lj �Gl� ���

�GlkR�xt� t�
k
� �k�J�l����lks�t	�Dr���s�t�

����
gde �Dr���s�t imeet vid �
���

Dokazatel�stvo� teoremy svodits� k proverke pri q � �� 
� � � � � r
spravedlivosti ravenstv


X
�k�j�l����� �lk��Aq

�s � t�j

j�
�k��Lj �Gl� � � �

�GlkR�xt� t�
k
� �k�J�l����lks�t �

�
X

�k�j�l����� �lk��Aq

�s� t�j

j�
�k� �Gl� � � �

�Glk
�LjR�xt� t�

k
� �k�I�l����lks�t s v
�


����
Ravenstvo ���� prover�ets� putem podstanovki v ego pravu�

qast� vyra	eni� ���� i ispol�zovani� formuly ����

Upor�doqim qleny razlo	eni� ���� po por�dkam malosti pri

s � t v srednekvadratiqeskom smysle


R�xs� s� � R�xt� t�	

	
rX

q��

X
�k�j�l����� �lk��Dq

�s � t�j

j�
�k��Lj �Gl� � � �

�GlkR�xt� t�
k
��k�J�l����lks�t	�

�Hr���s�t�
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gde

� �Hr���s�t
def
�

X
�k�j�l����� �lk��Ur

�s � t�j

j�
�k��Lj �Gl� � � �

�GlkR�xt� t�
k
� �k�J�l����lks�t	

	�Dr���s�t�

�Dr���s�t imeet vid ����� a Dq i Ur � ���� i ���� sootvetstvenno

V zakl�qenie otmetim� qto v ��� �predlo	enie �
��
�� s
 ����

dokazana shodimost� s v
� useqennogo razlo	eni� Te�lora�
Stratonoviqa ���� �bez ostatoqnogo qlena �Dr���s�t� k processu
R�xs� s� pri r � � dl� vseh s� t � ��� T �� s � t� T � �
 Poskol��
ku razlo	eni� ����� ���� poluqeny iz razlo	eni� Te�lora�
Stratonoviqa ���� bez kakih�libo dopolnitel�nyh uslovi��
to useqennye razlo	eni� ����� ���� �bez ostatoqnogo qlena
�Dr���s�t� budut v uslovi�h predlo	eni� �
��
� ���� s
 ����� sho�
dit�s� k processu R�xs� s� s v
� pri r � � dl� vseh s� t � ��� T ��
s � t� T ��
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